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MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n° 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

Exercice 1 (5 points ).
Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considere 1’équation
(E): 22+ (6cost)z + 9+ Tsin?t = 0
ol t est un parametre réel appartenant a |0, «|.

1. Résoudre dans C I'équation (F£).
0,5 pt
On notera z; et zy les solutions avec Im z; > 0.

2. Le plan complexe est muni d’'un repere orthonormé direct (O, 7, 7), on note My et M, les
points d’affixes respectives z; et zs.
a. Montrer que les points M; et M, appartiennent a une ellipse (I') dont on donnera une équation.
1 pt =0,5pt +0,5 pt
b. Donner les éléments géométriques caractéristiques de (I') puis construire (I') dans le repere.
1 pt =0,5pt +0,5 pt
c. Placer les points M; et My pour t = %
0,5 pt
3. Soit f 'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z = x + 1y, x et y réels

associe le M’ d’affixe 2/ =2’ + 1/ = 6(72 +Zz), 2’ et y réels.

a. Exprimer 2’ et 3 en fonction de z et y. 0,5 pt
b. On pose (I'") = f(I"). Montrer que (I'") est un cercle que 'on construira dans le repere.
0,5 pt

c. Pour tout point M’ de (I") image d’un point M de (I'), on note H le projeté orthogonal de
M’ sur I'axe des ordonnées.

B DU

Montrer que HM' = gHM.

En déduire une méthode géométrique qui permet de construire 'ellipse (I') point par point a
partir de (I'). 1 pt =0,5pt +0,5 pt
Exercice 2 (4 points).

Soit f l’application de R dans R qui & z associe f(z) = (22 + 1)e3*.

On suppose que pour tout entier naturel n non nul la dérivée n'™M€ de f existe; on la note f(.
On pose f© = f.

1. a. Déterminer les coefficients a et b pour que la fonction f vérifie I’équation différentielle du
second ordre :

y'+ay +by=0 (1).
1
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Démontrer alors que toutes les fonctions dérivées n'®™€ de f vérifient (1).
1 pt =0,5 pt +0,5 pt
b. Déterminer ’ensemble des primitives de f. Montrer qu'une et une seule de ces primitives
vérifie (1).
0,75 pt =0,5 pt +0,25 pt

2. Montrer que la fonction f est une solution de I’équation différentielle :
y" — 6y + 9y = 0.
0,25 pt

3. a. Démontrer par récurrence l'existence de deux suites (a,) et (b,) qui vérifient pour tout

f(n) - anf/+bnf

entier naturel n : apy1 = 6a, + b,
bn-l—l = —9a,
0,5 pt
b. On définit deux suites (u,) et (v,) par : Vn € N, { g" i ?iag_jl__?%

Montrer que (u,) est une suite géométrique de raison 3 et donner son premier terme; vérifier

1
ensuite que la suite (v,) est arithmétique de raison 3 et donner son premier terme .

1 pt =0,5pt +0,5 pt
c. Calculer (™ (z) en fonction de n et de z.
0,5 pt

PROBLEME (11 points).
Partie A

On considere pour tout entier strictement positif n la fonction f,, définie par :

1 1 1
fn(x)::E—|—§:E2—|—§x3+---—|—ﬁx”—|—1n|x—1|

Le plan affine euclidien est muni d’un repeére orthonormé direct (O, i, j ) (Unité graphique 2
cm). On note (C,,) la courbe représentative de f,, dans ce repere.

1. a. Déterminer les limites de f,, aux bornes de son ensemble de définition.

0,75 pt
b. Etudier les branches infinies de (C,,).
(On distinguera les cas n = 1, n impair différent de 1 et n pair).

0,75 pt

I,Tl

2. a. Montrer que f, est dérivable sur R\ {1} et que pour tout = # 1, f}(z) =
1 pt =0,5pt +0,5 pt
b. Etudier le sens de variation de f,, et dresser le tableau de variation de f,,.

(On distinguera les cas n impair et n pair).
1 pt =0,5 pt +0,5 pt

3. a. Calculer la dérivée seconde de f,,.
Etudier I'ensemble des points d’inflexion de (C,,).
On rappelle qu'un point M de (C,,) d’abscisse xy est un point d’inflexion si et seulement si la
dérivée seconde de f, s’annule en xg et change de signe.
(On distinguera les cas n = 1, n impair différent de 1 et n pair).
0,75 pt =0,25 pt +0,5 pt
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b. Pour tout entier naturel supérieur ou égal a 2, on note 7T, la tangente a C',, au point d’abscisse
n

n—1
Tracer les courbes (Cy) et (Cs) ainsi que les tangentes Ts et Ts.
0,75 pt =0,5 pt +0,25 pt

4. a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, il existe un réel unique «,, > 1 tel que

fn(an) = 0.
0,25 pt

b. Vérifier que pour tout entier n > 1 on a :
1 1
n—1(0n) = ——a; et ——ay < fp_1(ap_1).
fo-i(om) = —— - fn1(an-1)
En déduire que la suite () est strictement monotone et convergente.
1,5 pt =0,5 pt +0,25 pt+0,5 pt +0,25 pt
c. Démontrer que pour tout entier naturel non nul, p on a :

1 1
—— <In(p+1)—=1In < =,
1S (p+1)—In(p) <

]

Vérifier alors que : 1+%—|—%,+~~+%—lnn > 0.
1 pt =0,5 pt +0,5 pt
d. En déduire que : o, <1+ l Calculer alors la limite de la suite (ay,).
" 0,75 pt =0,5 pt 0,25 pt

Partie B

1 dt et que Vo > 1, fn(x):/ant_l

1 pt =0,5 pt +0,5 pt

n CEtTL

dt.

1. Montrer que : Vo < 1, f,(x) = /
0

0
2. En déduire que : ¥n € N*, fn(—l)’ < / (—=t)" dt; Calculer alors lim f,(—1).
400

-1 n—+
1 pt =0,5 pt +0,5 pt

3. Déterminer la limite de la suite (v,,),~0 définie par :

P O PO s
R R T '
0,5 pt



