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Epreuve du groupe

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n® 5990/0OB/DIR. du 12 08 1998)

CORRECTION
Exercice 1.

1. a.
Par hypothese, (/@, /@) = % [27].

Le point D est tel que le triangle ABD soit isocele rectangle direct de sommet principal B,

donc :
(AB, AD) = ~ el

Alors (1@, 1@) = (/@, E)[QW] Cela entraine que les points A, C et D sont alignés. (On
peut méme ajouter que C' et D appartiennent a une méme demi droite droite d’origine A.)
b. Notons d’abord que r4(B) = C

ra o rp(B) =ra(B)=C
ra o rg(D)=rs(A)=A

Donc l'image du segment [BD] par r4 o rp est le segment [C'A].

La somme des angles de 74 et rp est m/4+7/2 = 37 /4. Cette somme étant non nulle modulo
27, r4orp est une rotation. Soit .J son centre .

ra o rg(B) = C entraine J appartient a la médiatrice de [BC] c’est a dire la hauteur du
triangle ABC issue de A.

ra o rg(D) = A entraine J appartient a la médiatrice de [DA] c’est a dire la hauteur du
triangle BDA issue de B ; c¢’est aussi la hauteur du triangle ABC' issue de B.

J est donc le point de concours des hauteurs du triangle ABC' c¢’est 'orthocentre H de ce
triangle.

2. a. Les droites (HC') et (BD) sont paralleles car elles sont perpendiculaires a la droite
(AB).

b.
Antécédent | B; |C | H Antécédent | B, |D | B
Image par hy | B | D | B Image par hy | B |H | C
On sait déja que hy(C) = D.
La droite (CH) étant parallele a la droite (DB), on a hy(H) = B.
I'image du segment [C'H| par la similitude h;y est donc le segment [DB].
On sait déja que hyo(D) = H.
La droite (C'H) étant parallele a la droite (DB), on a hy(B) = C.
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I'image du segment [DB] par la similitude hs est donc le segment [HC].

En fait on remarque que

hy o hsy échange D et B; c’est donc une homothétie de rapport —1 i.e une symétrie
centrale.

De méme,

hy o hy échange C et H ; c’est donc une homothétie de rapport —1 i.e une symétrie
centrale.

hy o he(D) = B entraine :

le centre de hy o hy est le milieu du segment [BD].

hy o hi(C) = H entraine :

le centre de hy o hy est le milieu du segment [C'H].

c. D’apres ce qui précede I; est le milieu du segment [BD] et I celui du segment [C'H].
L’image du segment [C'H| par h; étant le segment [DB], le milieu I de [C'H| a pour
image par h; le milieu [; de [BD]. Par conséquent les points [, Iy et By centre de
hi sont alignés.

L’image du segment [DB] par la similitude hy étant le segment [CH], le milieu I
de [DB] a pour image par hy le milieu I de [C'H]. Par conséquent les points Iy, I
et B, centre de hy sont alignés.

Conclusion : les quatre points I7, I, By et B, sont alignés.
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FIGURE 1

Exercice 2.
1. a. le couple (u,v) = (—1,1) vérifie bu + 6v = 1.
On en déduit en mutipliant par 29, que (xg,yo) = (—29,29) est une solution particuliere de (F).

b. Si (z,y) est une solution quelconque de (£), on a :

5x0+6y0 = 29

Sx +6y = 29
et en faisant la différence membre & membre : 5(z—x¢)+6(y—yo) = 01.e 5(z—x¢) = —6(y—yo).
Donc 6 divise 5(z — xg), et comme il est premier avec 5, il doit diviser z — xy (théoréme de
Gaus). Il existe un entier p tel que z — xy = 6p et la relation 5(x — x¢) = —6(y — yo) devient

Y — Yo = —5p.
L’ensemble des solutions de (E) est donc {(6p — 29, —5p + 29),p € Z}
bxr+6y+4z = 29
z = 0 -
Par conséquent dans le plan (O, i, j ) elle a pour équation 5x+6y = 29. Voici sa représentation
graphique.

c. La droite D a pour systeme d’équations {



13 G 18 Bis AR
MATHEMATIQUES 4 /10 Série S1-S3
4 Epreuve du 1°' groupe

Nl

/

/

o <.
/

H=

no

FIGURE 2. La droite D et son unique point aux coordonnées entiers naturels

Si M est un point de D aux coordonnées (x,y,0) entieres, le couple (x,y) est solution de
(E).

Si de plus ces entiers sont positifs , il existe un entier p tel que
r=06p—29>0ety=—-5p+29>0

i.e 29/6 <p<29/5etp=>=.
Il existe donc un seul point de D ayant ses coordonnées dans N®.
Deplusz=6x5—-29=1ety=-5x5—-29=4.
Les coordonnées de I'unique point de D dont les coordonnées sont des entiers naturels
sont (1,4,0) (voir figure).

2. a. Si M est un point de P aux coordonnées (x,y, z) entieres, on doit avoir

br = 29 — 6y — 4z et comme le deuxieme membre de cette égalité est un nombre
impair, x doit étre impair.

b. Si z =2p+ 1,p € Z, la relation précédente devient : 10p + 42 = —6y + 24.
Mais 10 = 1[3] et 4 = 1[3] entraine p + z = 10p + 4z = —6y + 24 = 0[3]

PROBLEME. Partie A

Posons pour simplifier, u,(z) = 2% — 2z cosa + 1.
1. a.
Vr €R, z € Dy, & 2> —2xcosa+1>0
Cette derniere relation est une inéquation du second degré. Son discriminant réduit
A =cos*a—1= —sin’a

est négatif ou nul.
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-Si A’ =0 c'est adire a =0 oum, le trindme 22 — 2z cosa + 1 est positif ou nul et s’annule
R\ {1} sia=0

R\g—l} sia=m °

-Si A’ <0 clest adire a €]0, 7, le trinome 22 — 2z cosa + 1 est strictement positif; donc

seulement si z = cosa; donc Dy, =R\ {cos a} = {

Dy, =R.
b. Quand z tend vers 400, u,(x) a pour limite +oo et lir}rq falz) = lir}rq In(u,(z)) = 4o0.
T—>+00 T—r+00
a l a
Ve € Dy, v # 0= fal2) = 7n(u (%))
x x
In <x2(1 —2cosa/x + 1/x2))
- x
_In(2?) N In(1 —2cosa/x + 1/2?)
N x x
_ 2ln || N In(1 —2cosa/x + 1/2%)
x x
Quand z tend vers 400, le premier et le deuxieme terme ont chacun pour limite 0, donc
. Ja(@)
lim =0.

x—+oo

2. a. Pour tout a € R, si x € Dy,, 2 cosa—x € Dy, et

fa(2 cosa—x) = In( (2 cosa—x)*—2(2 cosa—:c)cosa—i—l)

= In(2? —2xcosa+1)

= fa(2)
Donc C, admet pour axe de symétrie la droite d’équation x = cosa.
b. fr_a et f, ont le méme ensemble de définition parce que cos(m —a) = — cos a est différent

de 0 si et seulement si cosa est différent de 0; de plus, pour tout = € Dy,,

frea(z) = In(z? —2z(—cosa) + 1)
= fo(-2)
Soit M (z,y) un point du plan.
MeCra & y=fralx)
< Y= fa(_x)
& M(—=x,y) e C,

. X . - U )
Donc C, et C,_, sont symétriques par rapport a la droite (O, j) clest a dire D'axe des

ordonnées.
c. Soit M(z,y) un point du plan.
MeC, y = fa(z)
MeC,NCy < {MeCa/ & {yzfa/(a:)
y = fa(x) y = fa(x)
< { fulz) = fulz) { In(uq(z)) = In(uy (z))

o {1zs o [y g

(cosa —cosa’) =0
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Puisque cosa — cosa’ ne s’annule pas si a et a’ sont différents et appartiennent a [0, 7], la
derniere relation est équivalent a x =0 et y = f,(0) = 0.

Par conséquent C, NCy = {O}

3. a.Vz € Dy =R\ {1}, fo(z) =In(2® =22+ 1) =In(z — 1) = 2 In|z — 1|. La fonction

2
fo est donc dérivable sur Dy, et Vo € Dy,, fi(x) = —
l’ —_—
Voici le tableau de variations de fj.
x 0 1 400
folx) - +
+00 400
fo(x) \ /
— 00| —0o0

b. C, est le symétrique de Cy par rapport a I’axe des ordonnées.
Voici les courbes Cy et C,.

FIGURE 3. Courbes Cj et C,.

4. a. Vo € Dy, = R, f,(x) = In(u,(x)). La fonction f, est donc dérivable sur Dy, et
ul () T —cosa
D ()= "= =2
vx e fa? fa(x) ua(l‘) ua(x)
Voici le tableau de variations de f,.
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0 cos a +00
fa(x) —~ 0 +
+o0 +00
fa(@) \ /
21In(sina)
b.
4_,
34,
24,
14,
5 4 -3 —2 1
11

FIGURE 4. Courbe Cy 3.

Partie B

Posons pour tout nombre complexe z : P(z) = 2** — 1

1. a. Pour résoudre dans C I’équation P(z) = 0, remarquons qu’elle est équivalente & 22" = 1.
Donc si un nombre complexe z est solution, on doit avoir [2?"| =1 cest a dire |z| = 1.

2 est alors de la forme z = ¢, § étant un nombre réel & déterminer (modulo 27).
L’équation précédente est alors équivalente a :

. . k
o2 — 2T est A dire Fk € Z: = &
n
Pour avoir toute les valeurs possibles de ¢ modulo 27 il suffit de prendre k& dans I’ensemble

{0, 1, ..., 2n—1} = I et alors
I’ensemble des solutions de 1’équation est S = {zk, ke ]} avec zj, = elk/n) ir
b. Soit k un entier et &' = 2n — k.

kef{l,...,n—-1} & 1<k<n-1
S —n+l1< k< -1
S n+1<2n—-k<2n-1

& Ke{n+1, ..., 2n—1}
k' appartient donc a l’ensemble I, = {n +1,...,2n — 1}.
29 =el/mMim =1 et 5, =e/Mi" = _1:etsikel alors k' =2n —k,
2 = e(2n—k/n) i __ e(—k/n) i __ Zn

on en déduit que

k
2k 2 = 2k Zr = let zp + zp = 2Re (2x) = 2 cos 1.
n
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Donc "

0
(z—2)(z — 2i) = 22 — 2zcos — + 1
n
. , . km
a des coefficients réels qui sont 1, —2cos — et 1.
n
C. Puisque les racines de P(z) sont les z, k € {0, sy 2n — 1} et que le coefficient du

monome 22" est 1, on a bien
V2eC, P(z)=(z—20)(z—21) ... (2 — 21) ... (2 — 22p1)

I, et I, ont le méme nombre d’éléments n — 1 et on a

P(z) = (z— zo)(z_: z)(z—21)(z — 2on-1) - (2= 2zi) (2 — 2) - (2 — 2p—1) (2 — Zna1)
= (2= ]]E-2)(z— =)

km
= (22-1) H(z2—2zcos;+1)

Donc P(z) = z?™ — 1 est bien le produit des polynomes a coefficients réels

k
22— 1, 22—2zcos—7r+1, k=1..., k=n—1
n

dont le degré est égal a 2.

2. Pour tout entier naturel n non nul on considere S, ( Z ftkr)/m(x) Ol  est un réel.
Pour que S,, soit définie en un pomt x, il faut et il suffit que a: appartienne a I’ensemble de

définition de forym, k=1..., ,n—1;lequel est égal a R puisque si k € {1, cen— 1} alors
k

T est différent de 0 et de 7.

n

Donc S, est définie sur R. De plus chaque fonction f(xr)/, étant continue sur R, la fonction
S, est continue sur R.
a. On a pour tout réel x différent de 1 et de —1 et tout entier naturel n non nul :

n—1 n—1
k k
Sn(z) = E In (1'2 — 2z cos % + 1) = In H (:L'2 — 2z cos % + 1)

k=1 P k:21
"—1
= In (z) — InZ
x?—1 x?—1
2n
Lorsque le réel x est différent de 1 et de —1, — est la somme des n premiers termes de
72 —
la suite géométrique de raison 22 et de premier terme 1 c’est & dire
z? —1 2 2(n—1)
5 =l+a"+---+u .
2 —1

Pour établir cette derniere relation, on peut aussi faire la division euclidienne du polynome
%" — 1 par le polynome z? — 1.

N P " —1 2%
De la on déduit que S,(z) =1In o =In(1+4 2 +- =In (Zx ) puis
:161315”( 7)) = xl;rnlS =i Zl =Inn

et puisque la fonction S, est continue aux points 1 et -1, S, (1) =S,(-1)=Inn



13 G 18 Bis AR
MATHEMATIQUES 9 /10 Série S1-S3
Epreuve du 1" groupe9

3. x étant un réel fixé différent de 1 et de —1, on considere la fonction g, telle que
vt € [0, 7], go(t) = In(2® — 2z cost + 1)

a. Pour qu'un élément ¢ de [0, 7] appartienne & l’ensemble de définition de g, il faut et il
suffit que 2% — 2x cost + 1 soit strictement positif.

Or 22 —2xcost + 1 = (v — cost)? — cos’t + 1 = (z — cost)? + sin’ ¢ est strictement positif si
t €]0,7[; et sit = 0 ou 7, cette expression vaut (x—1)2 ou (x+1)? et elle est encore strictement
positive.

Donc D,, = [0, 7].

L’application ¢ — 2% — 2z cost + 1 étant continue, g, est continue sur [0, 7] donc intégrable.

=[]l

FIGURE 5. Non demandé : graphe de g, avec z = —2, —0,5, 2 ou 0,5

4. a. )
T m . =1
—Sn(x) = E In 12 —
: : ™ : T n —
Si|z] <1,ona lim 2" =0; donc —S,(z), produit des deux facteurs — et In 5 ayant
Nk +00 n n xre —

pour limites respectives 0 et In ] lorsque n tend vers 400, a pour limite 0 lorsque n tend

2
vers +00.
b. Si |z| > 1, on se rameéne au cas précédent en posant y = 1/x.

Alors |yl <1letona:

2n 1 — 2n
T, (zx) = = mw
n n 22(1 —y?)
2(n—1 1—y?
= An =L In|z| + T =Y 5
n n 11—y
T 1—ym . .o
Comme — In —— a pour limite 0 lorsque n tend vers 400, lim —S,(z) =27 In|z|.
n 1—92 n—+oo N

5. a. Pour tout réel x différent de 1 et de —1, la fonction g, est dérivable sur [0, 7] et

2rsint

/ J—
Vt € [0, 7T]7 g:c(t) - 1»2 — QICOSt_I_ 1
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x est positif, le dénominateur de cette fraction est > 0 et sint > 0, donc, ¢.(t) positif. La

fonction g, est donc croissante.
Pour tout entier naturel non nul n, subdivisons U'intervalle [0, 7] en n intervalles

[km/n, (k+ 1) /n],k € [0,n — 1] (intervalle de N)

k kE+1
Alors pour tout k& dans [0,n — 1] et tout ¢ tel que o <t< u on a, puisque ¢, est
n
croissante : " (k1)
™ + )7
(1) < 00 2 0. (E17)
n n

puis par intégration :

(k+1)m/n k (k+1)m/n (k+1)m/n k41
/ g:(;(—ﬁ) dt S/ 9a(t) dt S/ gx(u> dt.
k k k

w/n n T/n w/n n
le
(k+1)mw/n

%%(k—ﬁ) S/k g.(t) dt < Zg, (M>

n 7/n n
Ensuite en sommant de k=0an—1:

nz_:lfgx(k—w> < nz_i/(kﬂ)/ngx(t) dt < rH%,gg(M).

Pl n k=0 k/n k=0

le:
T T 4 T T
- - < < - - :
nSn(:c) + ngx(O) < /0 gz(t) dt < nSn(x) + ngz(w)

En faisant tendre n vers +oo dans la relation précédente, on obtient par application du
théoreme des gendarmes :
T . <
/ In(z® — 2z cost + 1) dt = lim zSn(x): { 0 stls e <l
0

nstoo M 2rlnz sixz > 1

™

N.B : En fait on a : / In(z? — 2z cost+ 1) dt = lim —S,(v) = {
0

n—4oo N,

0 si|z| <1
2rln x| sifz| > 1
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